
Formelsammlung Klassische Feldtheorie

1 Lorentz-Transformationen

1. Lorentz-Transformationen in (1 + 1) Dimensionen

(Koordinaten (t, x1) oder {xα} = {x0 = ct, x1})

(a) Ausgangspunkt

t̄ =
1

√

1 − v2/c2
(t − (v/c2)x1)

x̄1 =
1

√

1 − v2/c2
(x1 − vt)

(1)

(b) die dimensionslosen Parameter β = β(v) und γ = γ(v):

β(v) = v/c γ(v) = (1 − β(v)2)−1/2 (2)

(c) Lorentz-Transformation ausgedrückt durch β(v) und γ(v):

x̄0 = γ(v)(x0 − β(v)x1)

x̄1 = γ(v)(x1 − β(v)x0)
(3)

(d) Rapidität α = α(v):

γ(v)2 − γ(v)2β(v)2 = 1 ⇒ ∃ α(v) : γ(v) = cosh α(v)

γ(v)β(v) = sinhα(v)

β(v) = tanh α(v)

(4)

(e) Lorentz-Transformation ausgedrückt durch α(v):

x̄0 = cosh α x0 − sinhα x1

x̄1 = − sinhα x0 + cosh α x1
(5)

(f) In Matrixform (hyperbolische Rotation)

(

x̄0

x̄1

)

=

(

cosh α − sinh α

− sinhα cosh α

)

︸ ︷︷ ︸

L(α)

(

x0

x1

)

(6)

(g) In Lichtkegelkoordinaten x± = x0 ± x1:

x̄± = e∓αx± e−α =

√

1 − v/c

1 + v/c
(7)
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2. Einige Eigenschaften der Lorentz-Transformationen

(a) Invarianz des (Minkowski-) Abstandsquadrats

−(x̄0)2 + (x̄1)2 = −(x0)2 + (x1)2 (8)

(b) Additivität der Rapidität

L(α1)L(α2) = L(α1 + α2) (9)

(c) relativistische Geschwindigkeitsadditions-Formel

α3 ≡ α1 + α2 , β3 = tanh α3 ⇒ v3 =
v1 + v2

1 + v1v2

c2
(10)

(d) relativistischer Dopplereffekt

e−iωx−

= e−iω(ct − x1) !
= e−iω̄x̄−

⇒ ω̄ = e−αω (11)

3. Invariante Charakterisierung von Lorentz-Transformationen

({xα} = {x0, x1, x2, x3} oder allgemeiner {xα} = {x0, x1, . . . , xd})

(a) Minkowski-Metrik

ηαβ =








−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1








(12)

oder allgemeiner

ηαβ = diag(−1,+1, . . . ,+1
︸ ︷︷ ︸

d mal

) (13)

(b) Minkowski-Abstandsquadrat

ηαβxαxβ = −(x0)2 + (x1)2 + . . . + (xd)2 (14)

(c) d’Alembert (Wellen-) Operator 2

2 = −
1

c2

∂2

∂t2
+

d∑

i=1

∂2

(∂xi)2
= ηαβ ∂

∂xα

∂

∂xβ
(ηαβηβγ = δα

γ inverse Metrik)

(15)

(d) Lorentz-Transformationen = Lineare Transformationen x̄α = Lα
β xβ

die Minkowski Abstandsquadrat invariant lassen:

ηαβ x̄αx̄β = ηαβxαxβ ⇔ ηαβLα
γLβ

δ = ηγδ ⇔ LT ηL = η (16)

(e) Äquivalente Charakterisierung:

Invarianz des d’Alembert (Wellen-) Operators

ηαβ ∂

∂x̄α

∂

∂x̄β
= ηαβ ∂

∂xα

∂

∂xβ
(17)
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