
Formelsammlung Klassische Feldtheorie

2 Lorentz Gruppe

1. Lorentz-Transformationen = Lineare Transformationen x̄α = Lα
β xβ

die Minkowski Abstandsquadrat invariant lassen:

ηαβ x̄
αx̄β = ηαβx

αxβ ⇔ ηαβL
α
γL

β
δ = ηγδ ⇔ LT ηL = η (1)

2. Lorentztransformationen bilden eine Gruppe:

• Matrix-Multiplikation ist assoziativ

• LT
1
ηL1 = η, LT

2
ηL2 = η ⇒ (L1L2)

T η(L1L2) = η

• ∃ inverse Matrix L−1 weil detL 6= 0 (s.u.)

• ∃ Einheitselement L = I

3. Komponenten der Lorentz-Gruppe:

LT ηL = η ⇒ det(L) = ±1

(LT ηL)00 = η00 ⇒ |L0

0| ≥ 1
(2)

Die Transformationen mit detL = +1 und L0

0
≥ 1 bilden eine zusammenhängende

Untergruppe der Lorentz-Gruppe, bestehend aus Rotationen und boosts (Ge-

schwindigkeitstransformationen, hyperbolische Rotationen), aber ohne Zeit- oder

Raum-Spiegelungen. Diese Untergruppe (technisch die Gruppe der eigentlichen or-

thochronen Lorentz-Transformationen) wird oft einfach nur als die Lorentz-Gruppe

bezeichnet, und bis auf weiteres folgen wir der Terminologie.

4. Dimension der Lorentz-Gruppe: 6 = 3 Rotationen + 3 boosts

(oder d(d+ 1)/2 in (d+ 1) Raum-Zeit Dimensionen)

5. Infinitesimale Lorentz-Transformationen: L = I+ ω mit ω infinitesimal:

LT ηL = η ⇒ ωT η + ηω = 0 ⇔ (ηω) + (ηω)T = 0 (3)

dh ηω ist antisymmetrisch. In Komponenten,

δxα = ωα
βx

β ωαβ ≡ ηαγω
γ
β = −ωβα (4)

Anzahl der unabhängigen Komponenten einer antisymmetrischen (4× 4)-Matrix:

6

(oder d(d+ 1)/2 in (d+ 1) Raum-Zeit Dimensionen)
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3 Lorentz Tensoren

1. Lorentz-Vektoren (oder 4er Vektoren):

(a) Definition: Objekte mit Komponenten (vα) die sich unter Lorentz-Transformationen

x̄α = Lα
βx

β mit der Jacobi-Matrix transformieren, d.h.

v̄α = Lα
βv

β (5)

(alternative Notation zB: vᾱ = Lᾱ
βv

β etc.)

(b) Konsequenzen: η-Norm v2 = ηαβv
avβ und η-Skalarprodukt ηαβv

αwβ von 4er-

Vektoren sind invariant unter Lorentz-Transformationen.

2. Andere Lorentz-Tensoren:

(a) Skalare: Objekte, die invariant unter Lorentz-Transformationen sind

Beispiele: Norm von 4er-Vektoren, Eigenzeit, . . .

(b) Lorentz-Kovektoren: Objekte uα die sich unter Lorentz-Transformationen mit

der kontragredienten Darstellung Λ = (LT )−1 = ηLη−1 transformieren, i.e.

ūα = Λ β
α uβ oder ūᾱ = Λ β

ᾱ uβ (6)

mit

Λ β
ᾱ = ηᾱγ̄L

γ̄
δη

δβ ≡ L β
ᾱ (7)

Bemerkungen:

i. Beispiel vα = ηαβv
β, mit vα ein 4er-Vektor; Mathematische Interpreta-

tion: Kovektoren leben im Dualraum des Raums der Vektoren

ii. die partielle Ableitung ∂xα transformiert sich wie (ergo ist) ein Kovektor:

∂x̄α = Λ β
α ∂xβ ⇔ ∂ᾱ = Λ β

ᾱ ∂β (8)

(⇒ Rechtfertigung, ∂xα = ∂α abzukürzen: ist ein Kovektor)

(c) Lorentz (p, q)-Tensoren: Objekte T
α1...αp

β1...βq
die sich unter Lorentz-Transformationen

wie ein Produkt von p Vektoren und q Kovektoren transformieren.

3. Lorentz-Tensoralgebra

(a) Summe von 2 (p, q)-Tensoren ist ein (p, q)-Tensor

(b) Direktes Produkt von einem (p1, q1)-Tensor und einem (p2, q2)-Tensor ist ein

(p1 + p2, q1 + q2)-Tensor

(c) Kontraktionen von Lorentz-Tensoren liefern Tensoren niedrigerer Stufe: wenn

Aαβγ ein (0, 3)-Tensor ist, und vα ein Vektor, dann ist Aαβγv
γ ein (0, 2)-

Tensor etc.

(d) Allgemein lässt sich das Transformationsverhalten eines aus Lorentz-Tensoren

gebildeten Objekts aus der Anzahl und Position der freien Indizes ablesen

(sehr nützlich!)
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