KFT UBUNGEN 04

1. WIRKUNG FUR EIN FREIES TEILCHEN
Die Wirkung fiir ein freies Teilchen ist
Slx] = ch/dT = ch/d)\(dT/d)\) = /d)\ L
Lo adt (1 datdat\'P o
A= —mc = —mc a'lab oy = —mc | —Napr' T
(a) Zeige dass, unabhéngig von der Wahl der Parametrisierung durch A, fiir die
kovarianten Impulse gilt

8L)\ . da:b
= =mu, mit u, = nabub = nabﬁ (2)

Pa = za

(b) Die Bewegungsgleichung fiir ein freies relativistisches Teilchen kann natiirlich
direkt aus der Variation der Wirkung hergeleitet werden. Siehe die ausfiihrliche
Herleitung im Skript, Kapitel 4.4, und vergewissere Dich, dass Du die Her-
leitung zu 100 % (von mir aus 99 %) verstehst!

(c) Zeige hier, dass diese Gleichung (natiirlich) auch aus den Euler-Lagrange

Gleichungen folgt,

d oLy 0Ly _ . d?a”

Xow 0 = ¥

(d) Wihle als Parameter A = ¢ die Zeitkoordinate in einem Inertialsystem mit

Koordinaten (z° = ct, 2*), bestimme die kanonischen Impulse

o OL
A = Gk (1)

(v* = da®(t)/dt). Zeige dass diese identisch zu den rdumlichen Komponenten

pi der kovarianten Impulse sind,

) =p | (5)

und dass fiir die dazugehorige kanonische Hamilton-Funktion H, d.h. die
Legendre-Transformation von Ly, gilt dass H = E die relativistische Energie
ist,

H= p,(:)vk —Li=my(v)* = E . (6)

2. NOETHER-THEOREM I: ALLGEMEIN
Sei L = L(z*(\),2'*(\);\) eine Lagrangefunktion der “Pfade” z*(A) und der
“Geschwindigkeiten”

29(N) = —29()\) . (7)

Betrachte die Variation z%(\) — x%(\) + dz%(N).



(a) Leite die folgende Identitét her (die Variational Master Equation):

d
L = E,62° + ~ (pada®
L = Eox —i—d)\(pdx) (8)

(2-Zeilen Argument), wobei &, die Euler-Lagrange Gleichungen sind,

OL d OL

ga = Do - apa y Da = orla (9)

(b) Beweise das Noether-Theorem in der Form: “Sei d;2% eine Symmetrie, d.h.

eine Variation die die Lagrangefunktion invariant lisst, §sL = 0; dann ist

Q = padsz® eine Erhaltungsgrossse.” (1-Zeilen Argument)

3. NOETHER-THEOREM II: FREIES RELATIVISTISCHES TEILCHEN

Die

Wirkung fiir ein freies Teilchen ist (mit A = A(7) wie 7 ein Lorentz-Skalar)
Slx] = —mc2/d7 = —ch/d)\(dT/d)\) = /d)\ Ly

d 1 dz®dzb\? 1/2
Ly = —ch—T = —mdc? <—6277ab;)\$\) = —mc (—nabm’ax’b)

(10)

Zeige explizit, dass die Lagrangefunktion L) unter infinitesimalen Poincaré-
Transformationen
051 = € + wia? (11)

invariant ist (e*,w9 infinitesimal und konstant, wy, = —wap)-

Hinweis: das folgt am schnellsten aus der Identitit dL) = p,dx’® (fiir eine

beliebige Variation dx®), die ihr de facto bereits in Aufgabe 1a bewiesen habt.

Bestimme die entsprechenden aus dem Noether-Theorem folgenden Erhal-

tungsgrossen.



