MECHANIK II LOSUNGEN 04

NOETHER-THEOREM, GALILEI-TRANSFORMATIONEN

1. TEILCHEN IM SCHWEREFELD UND (GALILEI-TRANSFORMATIONEN
Die Lagrange-Funktion ist

L(z, %) = tmi* — mgz . (1)
Unter Galileischen Geschwindigkeitstransformationen z — 2/ = x — wt, also & —

2’ = & — w, hat man

L— L =3im@E—w)?—mg(r —wt) = L — mwi + mw* + mgwt

(2)

d
=L+ — (—mwz + tmw?t + tmguwt?)

dt
L ist also quasi-invariant. Unter der infinitesimalen Transformation Ax = —vt mit
Az = —v hat man
) d 1 9
AL = —mav + mgvt = %(fm:m/ + §mgl/t ) - (3)
Daher lautet die zugehorige Erhaltungsgrosse
1
pAzr — (—mazv + ngytz) = mv(x — ot — %th) =v@G (4)
Finsetzen der allgemeinen Losung der Bewegungsgleichung & = —g,
2(t) = 2(0) +o(0)t — gt?/2 ,  &(t) = v(0) — gt , (5)

fithrt auf G = ma(0), was offensichtlich konstant ist und die Interpretation von G

liefert.

2. ABGESCHLOSSENE SYSTEME UND DER SCHWERPUNKTSATZ

Da die Teilchenabstéinde |Z4 — Zp| unter Galilei-Transformationen 4 — T4 — Wt
invariant sind, ist offensichtlich auch das Potential U = U(|Z4 — Zp|) invariant.
Fiir den kinetischen Term eines Teilchens hat man (wie im obigen Beispiel)

=2

. . . d
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mIT — smIT” — mab.Z 4+ smw” = smI” + @( ma.Z + 5mai“t) (6)

1
2

und infinitesimal

- d
AZ =—-it = A%mf2 = @(—mﬁ.f) . (7)

Fiir ein Teilchen fiihrt das zu der Erhaltungsgrosse
P = p.AZ + mi.E = 0.(—pt + mi) = 0.G . (8)



Fiir ein abgeschlossenes N-Teilchen-System mit Lagrange-Funktion
N .
L= dmai® — Ull#a— 5) )
A=1
ist also £ quasi-invariant, und die Erhaltungsgrosse ist
G=> Ga=) (—Pat+maia) (10)
A

A

Mit dieser Beziehung lasst sich die Massenschwerpunkt-Koordinate als

—

Gy 2.AMATA() _ D aPa G
S) Yama Xy mAt " d.ama ()

schreiben. Da der Gesamtimpuls P = 3" , fa des Systems erhalten (konstant) ist,

entspricht dies dem Schwerpunktsatz

—

S(t) = V(0)t + 5(0) (12)

der besagt, dass sich der Schwerpunkt eines abgeschlossenen Systems geradlinig
und gleichférmig bewegt.

. INVARIANZ DER ERHALTUNGSGROSSEN UNTER EICHTRANSFORMATIONEN

Sei L quasi-invariant under der Variation Ag¢?, d.h. es gibt ein Fa so dass

d
AL = — . 1
L dt]:A (13)

Dann gilt fiir £ = £+ dF(q,t)/dt wegen (d/dt)A = A(d/dt)

d d d
AL = A A—F=— AF)= —F! 14
mit OF
AF = —Aqg® . 1
(0.1) = 5z (15)

Also ist auch £’ quasi-invariant. Die zugehorige Erhaltungsgrosse
Py = p,Ag” — Fj (16)

berechnet sich dann mit

, oL oL 9 d OF

= = —F =ps+ — =pg + O, F 17
Pa= 340 ~ 0 Tograr Dot g TP (17)

(vgl. die Losungen 03.1.a) zu
Pp = (Pa + 0aF)AG" — (Fa + AF) = paAq” — Fa = Pa . (18)



