
Mechanik II Übungen 07

Hamilton Funktion, Hamiltonsche Gleichungen und Poisson-Klammern

1. Hamiltonsche Gleichungen als Euler-Lagrange Gleichungen

Die Lagrangefunktion, betrachtet als Funktion der unabhängigen Variablen (qa(t), pa(t)),

lautet

L(q(t), q̇(t), p(t), ṗ(t), t) = pa(t)q̇a(t)−H(qa(t), pa(t), t) . (1)

Die Euler-Lagrange Gleichungen für qa(t) und pa(t) sind
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2. Hamilton Funktion für ein Teilchen im Magnetfeld

Aus L = 1
2m~̇x

2 + e~̇x. ~A folgen die kanonischen Impulse

~p = m~̇x+ e ~A ⇔ ~̇x =
1

m
(~p− e ~A) . (3)

Die Legendre-Transformation, zunächst der Einfachheit halber noch durch ~̇x aus-

gedrückt, führt auf

~p.~̇x− L = (m~̇x+ e ~A).~̇x− (12m~̇x
2 + e~̇x. ~A) = 1

2m~̇x
2 , (4)

sieht also scheinbar so aus wie die eines freien Teilchens. Das dies nicht der Fall ist,

sieht man wenn man vorschriftsmässig die Geschwindigkeiten durch die Impulse

ausdrückt,

H(~p, ~x) =
1

2m
(~p− e ~A(~x))2 . (5)

Bemerkung: die Poisson-Klammern zwischen den kanonisch konjugierten Varia-

blen sind natürlich die üblichen,

{xi, xj} = {pi, pj} = 0 , {xi, pj} = δij . (6)

Diese unterscheiden sich in entscheidender Weis von den Poisson-Klammern für

die “naiven” Impulse mẋi (betrachtet als Funktionen auf dem Phasenraum). Ins-

besondere hat man

{mẋi,mẋj} = {pi − eAi, pj − eAj} = −e({pi, Aj}+ {Ai, pj}) . (7)

Mit der Rechenregel {pi, F} = −∂F/∂xi führt das auf die hübsche Poissonklam-

mer

{mẋi,mẋj} = e(∂iAj − ∂jAi) = eεijkBk . (8)
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Das heisst, selbst wenn man die Hamiltonfunktion als H = m~̇x2/2 schreibt,

dann äussert sich die nicht-triviale Dynamik des Systems durch die nicht-trivialen

Poisson-Klammern der Geschwindigkeiten.

3. Poisson-Klammern und Drehimpuls

Für die Poisson-Klammern der Komponenten des Drehimpulses mit den Koordi-

naten und Impulsen findet man

{Li, xj} = {εimnxmpn, xj} = εimnxm{pn, xj} = −εimnxmδnj = −εimjxm = εijmxm

{Li, pj} = {εimnxmpn, pj} = εimn{xm, pj}pn = εimnδmjpn = εijnpn
(9)

Für die Poisson-Klammern der Komponenten des Drehimpulses untereinander fin-

det man, unter mehrfacher Verwendung der Identität

εabcεade = δbdδce − δbeδcd , (10)

{Li, Lj} = {εimnxmpn, εjrsxrps} = εimnεjrs{xmpn, xrps}

= εimnεjrs(δmspnxr − δnrxmps} = εmniεmjrpnxr − εnimεnsjxmps
= pjxi − δij~x.~p− xjpi + δij~x.~p = xipj − pjxi = εijkLk

(11)

4. Jacobi Identität

Allein aus der Anti-Symmetrie der Poisson-Klammer folgt

{f, {g, h}}+{g, {h, f}}+{h, {f, g}} = {f, {g, h}}−{g, {f, h}}−{{f, g}, h} (12)

und daher

{f, {g, h}}+{g, {h, f}}+{h, {f, g}} = 0 ⇔ {f, {g, h}} = {{f, g}, h}+{g, {f, h}}
(13)

Anhang: Hier ist der kürzeste elementare Beweis der Jacobi-Identität der mir ein-

gefallen ist Er verwendet die in der Vorlesung eingeführte kompakte Schreibweise

{F,G} = ΩAB∂AF∂BG , Ω =

(
O I
−I O

)
(14)

Ein weiterer Vorteil dieses Beweises ist, dass er zeigt dass allein die Anti-Symmetrie

und Konstanz der kanonischen Matrix ΩAB wichtig sind, nicht ihre spezielle Form.

{F, {G,H}} = ΩAB∂AF∂B(ΩCD∂CG∂DH)

= ΩABΩCD(∂AF∂B∂CG∂DH + ∂AF∂CG∂B∂DH)

= ΩABΩCD(∂C(∂AF∂BG)∂DH + ∂D(∂AF∂BH)∂CG) + Rest

= {{F,G}, H}+ {G, {F,H}}+ Rest

Rest = ΩABΩCD(∂D∂AF )(∂BG∂CH − ∂CG∂BH)

= (ΩABΩCD − ΩACΩBD)(∂D∂AF )(∂BG∂CH) = 0

(15)

Der letzte Schritt folgt aus der Tatsache dass (ΩABΩCD−ΩACΩBD) anti-symmetrisch

in AD ist, während (∂D∂AF ) natürlich symmetrisch ist.
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