MECHANIK II UBUNGEN 07

HAMILTON FUNKTION, HAMILTONSCHE (GLEICHUNGEN UND POISSON-KLAMMERN

1. HAMILTONSCHE GLEICHUNGEN ALS EULER-LAGRANGE GLEICHUNGEN

Die Lagrangefunktion, betrachtet als Funktion der unabhéngigen Variablen (¢%(t), pa (%)),

lautet
L(q(t),4(t),p(t),p(t),t) = pa(t)§*(t) — H(q"(t), pa(t),t) . (1)

Die Euler-Lagrange Gleichungen fiir ¢*(t) und p,(t) sind

d 0 0 d 0 OH
0= —— 1 —H) — — 1 —H)=— —H & pp=-——
a0t 930 (Pag ) o (Pad )=t o Do 0
d 0 0 0 oH
0= —— 1 — H) — — i~ H)=—(¢"— —H s ==
it O, (Pad ) o (Pad ) (q o > = o
(2)
2. HAMILTON FUNKTION FUR EIN TEILCHEN IM MAGNETFELD
Aus L = %m:ﬁ2 +er. A folgen die kanonischen Impulse
— iy e N ]- — T
p=mi+ed & IF=—(p—el) . (3)
m

Die Legendre-Transformation, zunéchst der Einfachheit halber noch durch Z aus-
gedriickt, fithrt auf

P — L= (mZ+eA).o — (%maﬁa +er.A) = %mfz ) (4)

sieht also scheinbar so aus wie die eines freien Teilchens. Das dies nicht der Fall ist,
sieht man wenn man vorschriftsméssig die Geschwindigkeiten durch die Impulse
ausdriickt,
1 -
H(p,Z) = —(p — eA(Z))? . 5
(7,7) = 5 (7~ cA(@)) 5)
Bemerkung: die Poisson-Klammern zwischen den kanonisch konjugierten Varia-

blen sind natiirlich die iiblichen,

Diese unterscheiden sich in entscheidender Weis von den Poisson-Klammern fiir
die “naiven” Impulse ma; (betrachtet als Funktionen auf dem Phasenraum). Ins-

besondere hat man
{mai,mi;} = {p; — eAi,pj — eAj} = —e({pi, A;} + {4i,p;}) - (7)

Mit der Rechenregel {p;, F'} = —0F/0x; fithrt das auf die hiibsche Poissonklam-
mer

{mi:i,mﬂ'vj} = €(6¢Aj — @Al) = eeijkBk . (8)



Das heisst, selbst wenn man die Hamiltonfunktion als H = ma? /2 schreibt,
dann &dussert sich die nicht-triviale Dynamik des Systems durch die nicht-trivialen
Poisson-Klammern der Geschwindigkeiten.
. Po1ssoN-KLAMMERN UND DREHIMPULS
Fiir die Poisson-Klammern der Komponenten des Drehimpulses mit den Koordi-
naten und Impulsen findet man
{Lia I’j} = {Eimnxmpnyxj} = fimnxm{pny-xj} = _Eimnxm(snj = —€imjTm = €jmTm
{Liapj} = {eimnxmpnapj} = fimn{xmapj}pn = 6imn&nﬂ% = €ijnPn
(9)
Fiir die Poisson-Klammern der Komponenten des Drehimpulses untereinander fin-
det man, unter mehrfacher Verwendung der Identitét
€abc€ade = 5bd506 - 5b656d ) (10)
{Lia Lj} = {fimnxmpna Ejrsl‘rps} = eimnejrs{xmpm xrps}
= 6imnejrs((S’rnspnxr - 5nrmmps} = Emni€mirPnTr — €nim€nsjTmpPs (11)
= pjxi — 04 @.p — x5p; + 0yT.Pp = TP — Pji = €ijilp
. JACOBI IDENTITAT

Allein aus der Anti-Symmetrie der Poisson-Klammer folgt

{fv {ga h}} + {g, {h7 f}} + {h? {fa g}} = {fv {ga h}} - {97 {fv h}} - {{f79}7 h} (12)
und daher
{£ g, n33+{g.{h, FH+{hAS, 93 =0 & {f{g,h}} = {{/f. 9}, h3+H{g {f h}}
(13)
Anhang: Hier ist der kiirzeste elementare Beweis der Jacobi-Identitéit der mir ein-

gefallen ist Er verwendet die in der Vorlesung eingefiihrte kompakte Schreibweise

I
{F, G} _ QABaAFaBG R 0= (ED]I @) (14)

Ein weiterer Vorteil dieses Beweises ist, dass er zeigt dass allein die Anti-Symmetrie

und Konstanz der kanonischen Matrix Q45

{FA{G,H}} = Q4P Fop(Q°PacGopH)
= QABOP (94 FOpdcGOpH + dAFOcGOpdpH)
= Q80P (9c(84FOG)IpH + Op(0aFO5H)IoG) + Rest
={{F,G},H} +{G,{F,H}} + Rest
Rest = QPOCP(9p04F)(0pGOcH — dcGopH)
= (QABQCP — QACQEPY(9pdAF)(0gGIcH) = 0
Der letzte Schritt folgt aus der Tatsache dass (Q42QCP —QACQPBP) anti-symmetrisch
in AD ist, wihrend (0pdaF') natiirlich symmetrisch ist.

wichtig sind, nicht ihre spezielle Form.



