
Mechanik II Lösungen 08

Poisson-Klammern und Kanonische Transformationen

1. Mechanische Eichtranformation als Kanonische Transformation

(a) Explizit hat man

L̄(q, q̇, t) = L(q, q̇, t) + d
dtF (q, t) = L(q, q̇, t) + ∂F (q,t)

∂qa q̇a + ∂
∂tF (q, t) , (1)

oder, kurz und knapp,

L̄ = L+ (∂aF )q̇a + ∂tF . (2)

Daraus folgt

p̄a =
∂L
∂q̇a

= pa + ∂aF (3)

und
H̄ = p̄a ˙̄qa − L̄ = (pa + ∂aF )q̇a − (L+ ∂aF q̇

a + ∂tF )

= paq̇
a − L− ∂tF = H − ∂tF .

(4)

(b) Mit wiederholter Verwendung der Transformationen q̄a = qa, p̄a = pa + ∂aF

und ihrer Inversen qa = q̄a, pa = p̄a − ∂aF findet man

∂H̄

∂p̄a
=
∂H

∂pc

∂pc
∂p̄a

=
∂H

∂pa
= q̇a = ˙̄qa X

∂H̄

∂q̄a
=
∂H

∂qc
∂qc

∂q̄a
+
∂H

∂pc

∂pc
∂q̄a
− ∂2F

∂t∂qa

=
∂H

∂qa
+
∂H

∂pc

(
− ∂2F

∂qa∂qc

)
− ∂2F

∂t∂qc
∂qc

∂q̄a

= −ṗa −
∂2F

∂qa∂qc
q̇c − ∂2F

∂t∂qa
= − d

dt
(pa + ∂aF ) = − d

dt
p̄a X

(5)

(c)

{q̄a, q̄b}q,p = {qa, qb}q,p = 0 X

{q̄a, p̄b}q,p = {qa, pb + ∂bF (q, t)} = {qa, pb} = δab X

{p̄a, p̄b}q,p = {pa + ∂aF, pb + ∂bF} = {pa, ∂bF}+ {∂aF, pb}

= −∂a∂bF + ∂b∂aF = 0 X

(6)

2. Teilchen im Magnetfeld und Eichtransformationen

Unter ~A→ ~A+ ~∇Ψ transformiert sich die Hamilton Funktion als

H(~x, ~p) =
1

2m
(~p− e ~A(~x))2 → 1

2m
(~p− e~∇Ψ− e ~A(~x))2 = H(~x, ~p− e~∇Ψ) (7)

und (~x, ~p)→ (~x, ~p− e~∇Ψ) ist eine kanonische Transformation (wie zB in Aufgabe

1c überprüft wurde: setze F = −eΨ).
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3. Kanonische Transformationen: Beispiele

Es muss nur {q̄, p̄} = 1 erfüllt sein / überprüft werden.

(a)

{q̄, p̄} = {q̄, p2/2} = p{q̄, p} = p(∂q̄/∂q)
!

= 1 (8)

wird durch q̄(q, p) = (q/p) + f(p) für eine beliebige Funktion f(p) gelöst.

(b)

{q̄, p̄} = {qa cos bp, qa sin bp} = qa sin bp{cos bp, qa}+ qa cos bp{qa, sin bp}

= qa sin bp(aqa−1b sin bp) + qa cos bp(aqa−1b cos bp) = abq2a−1 !
= 1

⇒ a = 1/2 , b = 2

(9)
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